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藤　原　憲　二 　
This article has two purposes. First, we review the newly published
book on di®erential games by Terry L. Friesz. Second, relating this book
to the existing literature on di®erential games in English and Japanese,




微分ゲームに関する新たな専門書 Friesz, Terry L. (2010), Dynamic opti-




る Dockner et al. (2000) が、2010年にはその後の 10年間の発展を加味し
た Long (2010) が出版された1)。また 2011年には微分ゲームの専門誌である
Dynamic Games and Applications が公刊される。その中において上掲書の
出版は時宜を得たものである。
微分ゲームとは状態変数の時間的な動きを表す微分方程式の制約の下で、プ
1) 以上の事情から Long (2010) では最初に微分ゲームの入門的説明を付しているものの、一定
の知識を有する人向けである。
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e¡ritf i(xi; xj ; k)dt
s.t. _k ´ dk
dt
= g(xi; xj ; k); k(0) : given; j 6= i; ri ¸ 0:
ここで xi はプレーヤー i の戦略変数、k は状態変数、f i(¢) はプレーヤー i の
瞬時的（instantaneous）利得関数、g(¢) は制約式、ri は割引率を表す。なお









2) 厳密には xi; k は xi(t); k(t) と書くべきであるが、表記上の単純化のため t を省略する。
3) さらに状態変数が複数あり制約式が次のような場合も同様の議論が可能である。













= f ii + ¸igi
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レーヤー j がフィードバック戦略 xj(k)を選んでいると想定して最適化を行うた
め、プレーヤー i のハミルトン関数は Hi = fi(xi; xj(k); k)+¸ig(xi; xj(k); k)
となる。すると最適化の 1階条件は次のようになる6)。





6) 動学計画法を使うと次のようになる。Vi(k) をプレーヤー i の価値関数とするとハミルトン＝ヤ
コビ＝ベルマン方程式は riVi(k) = maxxi

f i (xi; xj(k); k) + V
0











この式を満たす xi は V 0i (k); xj(k) の関数として xi (V
0


























これと同じものがプレーヤー j についても得られる。その 2 式を xi(k); xj(k) について連立
させて解けばフィードバック・ナッシュ均衡が求められる。
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7) 上で求めたオープンループとフィードバックの最適化の 1 階条件を比べてみると、この点は容
易に理解できる。
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2 Dynamic optimization and di®erential games の紹介
以上の準備を経て本書の内容を概観する。本書の章立ては次の通りである。
1. Introduction
2. Nonlinear programming and discrete-time optimal control
3. Foundations of the calculus of variations and optimal control
4. In¯nite dimensional mathematical programming
5. Finite dimensional variational inequalities and Nash equilibria
6. Di®erential variational inequalities and di®erential Nash games
7. Optimal economic growth
8. Production planning, oligopoly and supply chains
9. Dynamic user equilibrium































法が先に発展したことを反映してのことで、Seierstad and Sydsaeter (1986),
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3 既存文献（洋書）との比較
既に経済学への応用を念頭に書かれた微分ゲームの教科書・専門書は存在
する。Basar and Olsder (1995), Mehlmann (1988), Dockner et al. (2000),
Long (2010) がそうである8)。また微分ゲームを専門的に扱ったものではない
が、動学最適化理論の教科書で微分ゲームに触れているものとして Seierstad
and Sydsaeter (1986), Kamien and Schwartz (1991) がある。
以上の文献と比べた本書の最大の強みは動学最適化理論と微分ゲームのバラ
ンスの良さである。Seierstad and Sydsaeter (1986), Kamien and Schwartz
(1991) は動学最適化理論の教科書であり微分ゲームへのページ数は少ない。
Kamien and Schwartz (1991) は 1章を微分ゲームに割いているが、それだけ
では微分ゲームのフレーバーは感じられてもそれを自分で使って論文を書くの
は難しい。Basar and Olsder (1995) も有名な微分ゲームの専門書であるが、
数学書というべきものであり記述は難解である。Mehlmann (1988), Dockner







幸いこの点は Long (2010) で充分にカバーされており、広範な分野における
最新の応用例がカバーされている。Dockner et al. (2000) は 1章を動学最適
化理論に割いておりコンパクトながら優れた動学最適化の解説を行っている。
よって Dockner et al. (2000) 1冊でも動学最適化理論と微分ゲームの両方を
習得し、自分で論文を書くところまで到達することは十分可能である。しかし
8) ここでは論文集は省いた。








することは微分ゲームの本の役目ではなく Seierstad and Sydsaeter (1987),




本書の第 2の強みは Kamien and Schwartz (1992), Dockner et al. (2000),
Long (2010) で紹介されていない産業組織論や経営科学の応用例が紹介されて
いる点である。ただしマクロ経済学や環境・資源経済学における例は Dockner
































本書の登場は Dockner et al. (2000) 以来の微分ゲーム理論における大き








持った人にとっては Dockner et al. (2000) で微分ゲームに直行する方が効率
的である。ただ複数の専門書や教科書を並行的に使うことで理解が深まること
が微分ゲームにもいえる。よって微分ゲームを本格的に勉強しようという人は




経済学論究第 65 巻第 2 号
また本書は産業組織論における例は多いがその他の分野の例は弱いので、マク
ロ経済学及び環境・資源経済学ならば Dockner et al. (2000) を、公共経済学
ならば柴田・竹田（1997）、板谷（2006）に別途挑戦することを強く勧める。
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